Zadanie 5

Rozwigzanie.

Sposéb 1. Rozwazmy ciag b, = In( /a,) = % Korzystajac z twierdzenia Stolza-Cesaro
(n? jest rosnacy i rozbiezny do +o00) dostajemy, ze granica tego ciagu jest réwna granicy ciggu

1 “Ina, : s . . . .. . . . .
Cn = %, jesli granica ciagu (¢, ) istnieje. Korzystamc drugi raz z twierdzenia Stolza-Cesaro

dostajemy, ze granica ciggu (c,) jest réwna granicy ciagu d,, = 3 (In(a,12+1n(a,) —21n(an+1))). Za-

uwazmy, ze skoro 2" — 4 to z cigglodci logarytmu ln(w) = In(apso+1n(a,) —2In(a, 1) —
n+1 n+1

In4 =2In2. Stad d,, — In2. Stad b, — In2, czyli z cigglosci eksponenty ~/a, = e’ — "2 = 2,

Sposdb 2. (Pomyst pochodzi z prac Julii Filip i Jana Rossy) Niech ¢, = 32—+ — 4. Okredlamy
¢y = 1. Niech d,, = cico...¢cp, n > 1. Wtedy d,, = “—; . % Ponadto niech e, = dids...d,_1.

n

n—2 n—2
Wtedy e, = Z}L—,lan. Jednoczesnie e,, = ctcy ™2 ... c,. Dostajemy cich ... ¢, = Z}Han. Wyciagajac
2 2
pierwiastek stopnia 1 +24 ... +n = %n(n + 1) dostajemy
2(n—2)
n(n+1)
a 2
1+24...+n n—2 M whED
\/CiCy Tt = Ty Y
a;(nﬂ)

Rozwazamy teraz nastepujacy ciag fn:

Cq1, \/0102, \/C1C2, \3/0162037 \37616203, \3/6102037 ceee

Poniewaz {/c;...c, — 4 ze znanego faktu o zbieznosci srednich geometrycznych, dostajemy, ze
fn — 4. Widzimy jednak, ze

HH'”KL/M _ 1+2+”‘+<L/f1f2f3 o f1+2+...+n7

co jest podciaggiem ciagu g, = \”/ fi-.. fa, ktory jest zbiezny do 4 na mocy faktu o sredniej geome-

trycznej. Dostajemy stad, ze aﬁ("“) — 4, czyli ar T — 2. Zatem Inb, = 2% = %”T“ —1n2,

czyli b, — 2 (korzystamy z ciaglosci eksponenty i logarytmu).

Sposdb 3. Dla kazdego 0 < e < 4 istnieje ng(e) takie, ze dlan > ng mamy 4—¢ < otgn=t < 44e,

p— 4—¢) < “Z—:l < %(4 + ¢). Wymnazajac te nieréwnosci stronami dla N >n > ng

czyli

otrzymamy (iloczyny teleskopowe)
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To mozna przepisa¢ jako
a”I’L

aN+1 —
0 S + S (4 + 8)N+1 no )
Any—1 an Qny—1

Qpy

(4 . é,)N—H—no

Wymnazajac te nieréwnos¢ stronami dla M —1 > N > ng oraz oznaczajac ¢ = aa"" -, otrzymujemy
no—

(4 — ) =N Wm0 Mmoo BN (g ) BNy (NH=m0) M —no,
Any



Zauwazmy, ze

M-—1 M—ng 1
Y (N+1-ng) = b= 5 (M = np +1)(M — np).
N=nyg k=1

Oznaczmy to wyrazenie przez dy;. Zauwazmy, ze d“ — = gdy M — oco. Mnozac powyzsza nierdw-
nos¢ przez a,, i wyciagajac pierwiastek stopnia M 1 dostajemy

dyy M-—ng dy M-—ng

MQ/an0 (4 — 5) MZe M2 M2/ < M /&n (4 + 5) MZc 2

Biorac M — oo otrzymujemy

(4— )1/2 < hmmf MYans < limsup *y/ay < (4+5>1/2'

M—o0

Biorac teraz ¢ — 0 dostajemy

2 < liminf /ay; < limsup /ay < 2.

M—o0 M—o0

Stad granica gérna jest réwna granicy dolnej i jest réwna 2.

O
1 | Napisanie, ze jesli = — g, to {/c = g 1p.
2 | Wykazanie, ze vw — 4 (nie dodaje sie¢ z punktem 1) 2p.
3 | Nieudane iteracyjne stosowanie 4 — ¢ < #g5n= <4 4 ¢ 2 p.
4 | Dowdd z btedem rachunkowym w ktorym gubl si¢ stata 2 7p.
) Wypisanie ciaggu on’ 0 p.




