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Mamy ciag zadany rekurencyjnie: a3 > 01 ap41 = 24—7 + %. Dostrzegamy bez trudu (formalny dowéd przez
indukcje), ze a, > 24—7 dlan > 2.
Aby przyja¢ sensowng strategie zastanéwmy sie, do jakiej liczby nasz ciag mogltby by¢ zbiezny. Zaktadajac, ze
lim,, o an, = g otrzymujemy
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Zbadajmy teraz monotonicznosé naszego ciagu:
4 an, 4 Ap—1 Ap — Ap—1
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Wyliczmy as = % + 4. Wobec tego az < a; wtedy i tylko wtedy, gdy % < %al, czyli a; > %. Zatem z

nieréwnosci otrzymujemy nastepujace wnioski:
1. Jedli a; < %, to ciag jest niemalejacy.
2. Jesli a; > %, to ciag jest nierosnacy.

W drugim przypadku zbieznosé ciagu jest udowodniona, bo jak wspomnieliémy na poczatku a,, > 2% dlan > 2,
wiec mozemy skorzystaé z dobrze znanej reguly: ciagg nierosnacy i ograniczony z dotu jest zbiezny.
W pierwszym przypadku uzasadnimy przez indukcje nieré6wnosé a,, < % dlan > 1. Dlan =1 (z zalozZenia) i
przyjmujac, ze a, < % uzyskujemy tatwo
4 n an < 4 n 1 1
a =—4+—=—< =4+ —=-.
o7 9 T 21 Tsd 6
ZakonczyliSmy tym samym dowdd zbieznosci naszego ciagu (tym razem mamy ciag niemalejacy i ograniczony
7 gory).
Uwaga 1. Dowdd zbieznosci ciggu (a,) mozna zakoriczyé na nieréwnosci powotujgc sie na dowodzony w
niektorych grupach ¢éwiczeniowych fakt:

YV lant+1 — an| < Aay, — an—1| = cigg jest zbieiny.
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Mozna byto tez nie schodzié¢ "poziom nizej"tylko napisaé
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i w potgczeniu z dowodem indukcyjnym faktow a, < %, jesli a; < % orez G, > %, gdy a1 > % zakotniczyé
rozumowante.

Zajmijmy sie teraz zbieznoscia ciagu by,:
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Podstawiajac ¢, = a, — % dostrzegamy nasze ulubione wyrazenie € :_1, gdzie ¢, — 0 przy n — 00, co przy
1
przej$ciu granicznym da nam warto$é¢ 1 i ostatecznie lim,, oo b, = %.



Kryteria oceny:

1. Dowdd zbieznosci ciagu (ay): 5 punktow.
(a) Uzasadnienie ograniczonosci ciagu (ay,): 2 punkty.
(b) Uzasadnienie monotonicznosci ciagu (a,): 2 punkty.

(c) Powolanie sie na twierdzenie o ciagach monotonicznych i zakoriczenie dowodu zbieznosci ciagu (ay,):
1 punkt.

2. Wyliczenie granicy ciagu (a,): 1 punkt.
3. Wyliczenie granicy ciagu (b,): 2 punkty.

Rozbicie punktu 1. na trzy czesci obowiazuje, gdy rozwiazanie bylo prowadzone w oparciu o monotonicznosé
ciggu. Przy innym podejsciu ewentualne btedy beda oceniane indywidualnie.



