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Mamy ci¡g zadany rekurencyjnie: a1 > 0 i an+1 = 4
27 +

an
9 . Dostrzegamy bez trudu (formalny dowód przez

indukcj¦), »e an >
4
27 dla n ≥ 2.

Aby przyj¡¢ sensown¡ strategi¦ zastanówmy si¦, do jakiej liczby nasz ci¡g mógªby by¢ zbie»ny. Zakªadaj¡c, »e
limn→∞ an = g otrzymujemy

g =
4

27
+
g

9
, czyli

8

9
g =

4

27
,

a zatem g = 1
6 .

Zbadajmy teraz monotoniczno±¢ naszego ci¡gu:
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−
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)
=
an − an−1

9
. (1)

Wyliczmy a2 = 4
27 + a1

9 . Wobec tego a2 ≤ a1 wtedy i tylko wtedy, gdy 4
27 ≤

8
9a1, czyli a1 ≥

1
6 . Zatem z

nierówno±ci (1) otrzymujemy nast¦puj¡ce wnioski:

1. Je±li a1 ≤ 1
6 , to ci¡g jest niemalej¡cy.

2. Je±li a1 ≥ 1
6 , to ci¡g jest nierosn¡cy.

W drugim przypadku zbie»no±¢ ci¡gu jest udowodniona, bo jak wspomnieli±my na pocz¡tku an >
4
27 dla n ≥ 2,

wi¦c mo»emy skorzysta¢ z dobrze znanej reguªy: ci¡g nierosn¡cy i ograniczony z doªu jest zbie»ny.
W pierwszym przypadku uzasadnimy przez indukcj¦ nierówno±¢ an ≤ 1

6 dla n ≥ 1. Dla n = 1 (z zaªo»enia) i
przyjmuj¡c, »e an ≤ 1

6 uzyskujemy ªatwo

an+1 =
4

27
+
an
9
≤ 4

27
+

1

54
=

1

6
.

Zako«czyli±my tym samym dowód zbie»no±ci naszego ci¡gu (tym razem mamy ci¡g niemalej¡cy i ograniczony
z góry).

Uwaga 1. Dowód zbie»no±ci ci¡gu (an) mo»na zako«czy¢ na nierówno±ci (1) powoªuj¡c si¦ na dowodzony w
niektórych grupach ¢wiczeniowych fakt:

∃
λ∈(0,1)

∀
n∈N
|an+1 − an| ≤ λ|an − an−1| ⇒ ci¡g jest zbie»ny.

Mo»na byªo te» nie schodzi¢ "poziom ni»ej"tylko napisa¢

an+1 − an =
4

27
− 8

9
an

i w poª¡czeniu z dowodem indukcyjnym faktów an ≤ 1
6 , je±li a1 ≤ 1

6 oraz an ≥ 1
6 , gdy a1 ≥ 1

6 zako«czy¢
rozumowanie.

Zajmijmy si¦ teraz zbie»no±ci¡ ci¡gu bn:

bn =
ean − e 1
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)
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6 )
.

Podstawiaj¡c cn = an − 1
6 dostrzegamy nasze ulubione wyra»enie ecn−1

cn
, gdzie cn → 0 przy n → ∞, co przy

przej±ciu granicznym da nam warto±¢ 1 i ostatecznie limn→∞ bn = e
1
6

6 .
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Kryteria oceny:

1. Dowód zbie»no±ci ci¡gu (an): 5 punktów.

(a) Uzasadnienie ograniczono±ci ci¡gu (an): 2 punkty.

(b) Uzasadnienie monotoniczno±ci ci¡gu (an): 2 punkty.

(c) Powoªanie si¦ na twierdzenie o ci¡gach monotonicznych i zako«czenie dowodu zbie»no±ci ci¡gu (an):
1 punkt.

2. Wyliczenie granicy ci¡gu (an): 1 punkt.

3. Wyliczenie granicy ci¡gu (bn): 2 punkty.

Rozbicie punktu 1. na trzy cz¦±ci obowi¡zuje, gdy rozwi¡zanie byªo prowadzone w oparciu o monotoniczno±¢
ci¡gu. Przy innym podej±ciu ewentualne bª¦dy b¦d¡ oceniane indywidualnie.
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